MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo matematuuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUNYEIHE N3 MATEMATHWUEKE
YUEHNKA CPEOILX IIIKOJIA

27. ¢pedOpyap 2021.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

OnpenuTn cBe BPEIHOCTU PEAHOr IapaMeTpa a 3a Koje je MOJIMHOM
Px)=a2% — 222 +2+a®—a

nemus nosuaoMoM Q(z) = 22 — (a + 1)z + a.

Hahu majmamu npuponam 6poj n 3a KOju MOCToje NpUPOmHM OpojeBu a u b unju cy 30upoBu
nudapa penoMm 28 u 21 u npurtoM je

a+b=11...1

n

Ha crpanunama AB u BC jemmakoctpanununor tpoyriaa ABC youene cy pemom tauke Z u X

TaKo Ja je
AZ:ZB=BX : XC =2021:2020.

Cumerpana nysxu X Z ceue crpauuny AC y tauku Y. Ogpenuru oguoc AY : YC'.

ITosma kBagpaTue Tabie 4 X 4 Tpeba 060juUTH Ca HEKOJUMKO 0Oja TAKO Oa CYy y CBAKO] Gurypu
KOja je momynapHa Gpurypu -

cBa moJba paszamunTux 6oja. Komuko je majmame 60ja morpebHO?

Hahu cBe npupomme 6pojese n 3a koje je 6poj n - 2™ + 4 kBagpaT megor 6poja.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amataka meramsHO 00PA3IIOKUATH.
Csaku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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JIlpyru pa3spemx — A kareropuja

Hahu cBe napose peasnnux 6pojesa (r,y) TakBux najex >y > 1n

2% —xy —br+y+4=0.

Y mapanenorpamy ABCD ca omrtpuM yrioMm y TeMeny A, momHoskja HOpMaJia u3 temena C Ha
npase AB, BD u AD cy penom P, Q u R. Iloka3atu na mpecek QujaroHaJia mapajiesorpama
O nexu Ha onmucaHoj KpyskHUIU Tpoyria PQR.

Ckyn X wma 11 esnemenara. [Tonckynosu Aj, As, ..., A, ckyna X cy TakBu na BasKu:
(i) 4 < |A;] €10 3a cBako i =1,2,...,n;
(ii) 3a cBaka Tpu eneMeHTa CKyma X MOCTOjU jeAMHCTBEH CKyn A; KOMe OHUM mpumanajy.

Hokazatu ma 3a 6ap jemuo i (1 < i< n) Bakn |[A;| =T.

Oppenutu cBe mpuponae 6pojeBe n > 2 3a KOje jeIHAYMHA
(2 +cosx)(3 4 cosx)--- (n+4cosx) = (1 +cos?x)(1 4 cos®x) - -- (1 + cos" z)

uMa bap jeIHO PeaHO PelIeme.

Osmaunmo ca S3(x) 36up uudapa npuposHor 6poja T Kaua ce OH 3aluile y OPOjeBHOM CUCTEMY
ca ocHosoM 3 (Hop. 11 = (102)3, ma je S3(11) = 1+0+2 = 3). IdokasaTu na 3a CBaKU IPUPOJAH
6poj n mehy GpojeBuma

S3(2™), S3(2"1), S3(2"72), ..., S5(2%™)

IIOCTOje IBa jeTHAKA.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00PA3ITOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Tpehu pa3spen — A kareropuja

Y tpanesy ABCD (AB || CD) mujaronane AC u BD ceky ce y tauku E, a npase AD u BC'y
rauku F'. Tauka G # E je omabpana na kpysxkuauuu BCE tako ma je EG || AD. Ilokazatu na
je 9<AFG = <BFE.

Iokazatu ma mocToju GECKOHAYHO MHOTO NPUPOAHUX OpojeBa & = af...a1 (rme je ap # 0)
TAKBUX Ja OpOjeBH o U x° mMajy ucTH k-TOmIdpeHn 3aBpHICTAK.

Crym {1,2,...,49,51,52,...,99} Tpeba momenuru y Heypebene mapose Tako ma ce y CBAKOM
nmapy ejJeMeHTHu pasiaukyjy 3a 24 wiau 25. Kosuko uma TtakBux momena?

Iar je mpoct 6poj p obaura 4k+ 3. Heka cy a u x nenu 6pojeBu KOju HUCY OEJHUBU CA P TAKBU
na Baxu a = w2 (mod p). Jlokasaru na mocroju meo 6poj b takas ma Baxku a = b* (mod p).

Koauko mma koMmmirekcHux OpojeBa 2 3a KOje BaKU jeTHAKOCT

|ZQOQO o 1| _ |22021 o 1| ?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00PA3IOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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YerBpTH paspen — A kareropuja

Oppenutu cBe moryhe BpemHocT peasuHor napamerpa t > 0 3a Koje ce pelllema jeaHadnHe
22 —tz? — 162 —4V2 =0

MOT'y O3HAUUTH Ca T1, T2 U T3 TAKO Ja je T) MO3UTUBAH peajaH Opoj u

) 288
wird = /a3 + (v2 + a3 +9)V/21 .

i
i

Haro je Hekonmuko MehycoBHO pa3IMUMTUX NPBEHUX, IJIABUX 1 Oenux kopmu (6ap mo jexHa y
cBako]j 6oju). ITorpebuo je pacmopemuTu n Pa3nUIUTUX OJoBaka y kopume. Pepma je Gpojao
TAaKBe pacuopene y Kojuma cy 0ap mo jemna mpBeHa u miasa kopua menpas3ue. C apyre crpane,
Bajnc je 6pojao pacmopene y xojuma Cy cBe IPBEHe U IIaBe Kople npasHe. Vcnocrasuio ce
na cy PepmaoB u Bajacos pesyarar mctu. Ako mma tavno 2020 kopmu y Haj3aCTyNJ/LEHU]O]
00ju, KOJIMKO YKYIIHO UMa KOPIu?

Hahu najsehin peanan 6poj a 3a KOju HMOCTOjU HU3 HEMAPHUX IPUPOITHUX OpojeBa ag = 1 <
a1 < as < ... ca caenehum cBOjCTBOM:

3a CBAaKO M, G, je HajBehu mpupoman 6POj CTPOro MamBU O & - Gpi]-

Hahwu majmamu npuponan 6poj k ca caemehum cBojcTBOM:
Mmeby Ma kojux k meaux G6pojesa mocToje pasauuuTu O6pojeBu a u b TakBu na je 6poj
a® + 2ab — 3b* — 2a + 2b

nespuB ca 28.

Oxo kpysKHUIlE TOJynpeyHuka r onucal je yerBopoyrao ABCD y xkome je AB=4, BC=3nu
CD = 2. okazaru ga je 1 <r < V2.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amataka meramHO 00PA3ITOKUATH.
CBagu 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

IloxkazaTu na je 3a cBaky nmudpy a 6poj 2a2a2a2l croxeH.

(a) Har je memeraTuBan peaJsian OpoOj a. Y CKyIly DEaHUX OpOjeBa DEUIUTHU jeIHAUNHY
2021(z + |z|) = |z + al.

(6) Moske nu ce 6poj a ogabparu Tako Ja 4aTa je[HAYKMHA MMa TAYHO JeIHO PEaHO peleme?

Y jemnoMm peny 6mockoma je 2n cemumnta. Tpeba o3HAUMTU N CceauIiTa Ha KojuMma he cenmeme

OUTHU NO3BOJLEHO, IIPU YEMY MPABUJIO AUCTAHIE HAJAKE Ha IBA MOCETUOIA HE CMejy Ia cene
jeman mo gpyror. Ha KOJMKO HAUYMHA C€ TO MOYKE YUWHUTHU!

Ha crpanunama AB n AC tpoyraa ABC nate cy tauke D u F, penqom. Hyxu BE u CD ceky
ce y tauku P. Axo je CE=CP u AE =2 - DP, nokazaru na je D cpenumre crpanune AB.

Hahu cBe mpuponme 6pojese n 3a koje je n - 2"~ 3 4+ 3 xBazxpat mesor 6poja.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amataka merasmsHO 00PA3IIOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Ipyru paspen — B kareropuja

Ilat je HeraTuBaH 1neo Opoj c. Pemuru Hejennauuny

—222+2x+¢

————= > 0.
x? — 3lx| + 2

Axo Ccy a, buc AYAEKUHE CTpaHUIa HEKOT TPpOYyIJa, JOKa3aTHu HejeﬂHaI{OCT

2a% + 2b% > 2.

Y 3arBOopy mMa 29 3aTBOpEHUMKA, 3aBeNeHUX MO penamM OpojeBuma ox 1 mo 29. Caka nsa
3aTBOpEHMKA ca 30upoMm penaux 6pojeBa 30 cy y cykoOy, HOK Cy OCTAJIM HAPOBU y HOOPUM
omnocuma. Ha kommko HaumHa ce MOske omabpaTtu 3aTBOpCKa (ynbasicka ekuma ox 11 3aTBO-
peruka MeDy KojuMa HUKOja ABa HUCY y CYKOOy?

Ilar je jemmakocrpanuuan Tpoyrao ABC crpanure 2. Tauka D wa crpanunu BC u tauka F Ha
crpanunu AC cy tarxse na je CD + CE = 3. Ako je M cpemumre crpanute AB, uzpauyHartu
yrao DME.

(a) Kommko (mosutuwsHux) memmiana mma 6poj 228 - 5% yrmyuyjyhu 6poj 1 u mera camor?

(6) Konuko uma npuponuux Gpojesa memusux ca 2021 koju nmajy tauno 2021 memauaana?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00PA3IIOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Y jemnom penmy Ouockoma je 9 cemumrta. Tpeba o3nauutu 4 cemumra Ha KOjuMa he ceneme
OUTHU NO3BOJLEHO, TIPU YEMY MPABUJIO AUCTAHIE HAJAKE Ha IBA MOCETUOIA HE CMejy Ia cene
jeman mo gpyror. Ha KOaukKo HAUYMHA C€ TO MOYKE YUWHUTHU!

Y 3aBHCHOCTU OJ PeaJIHOT TapaMeTpa ¢ Y CKyIy peaJIHUX OpojeBa PEImIMTH CUCTEM jeIHAUUHA:
Inz +Ilny?’+ Inz*=0
Inz?+Iny®+ Inz =a

Inz3+1ny® +alnz =2a—4.

IHoxrazaTu na 3a cBako r € R Bajku HejeTHAKOCT

052020 2 4+ sin?9%! g + cos?0?? 5 < 2.

Har je jemmarkoctpanuyan Tpoyrao ABC crpanune 1. Tauka D ma crpamunu BC je TtakBa na
je BD = %, a tauka F ma crpannnu AC taksa na je <ADE = 30°. VzpauyHaTu Oy:KUHY LyKA
AE.

OnpenuTu cBe mapose IpUpogHUX OpojeBa (x,y) Takse na je

$2 o 4y2 —r— 2y + 22021.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00PA3ITOKUATH.
Cagu 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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UYereptu pa3pen — b kareropuja

Hoxkazatu na je 6poj 20202020 + 20212921 cnosxen.

Ilato HAM je meCT Pa3iuyUTUX JONTU U TPU KyTuje. Y HPBY KYTUjy MO:KE Oa CTAHE jeTHa
jJomnTa, y APyry Ttpu, a y tpehy mer. Ha Komuko HaumHa ce OBe JIONTE MOTY PACIOPEIUTH Yy
KyTuje?

2021

IlokasaTu na jenHadwmHa X = sinx UMa TAYHO TPU peajiHa pellema.

Tauke P, A, Bu C cy takse na je PA=1, PB=2, PC =4 u <APB = <BPC < 90°. Ilpasa
AP ceue onucany kpyskuuny tpoyriaa ABC y tauku D pasmuuunroj on A u C. Ompenutn
nysxsuny oy:xu AD.

Konuro peannux pemema (z,y) UMa CUCTEM jeTHAYMHA

{x2:8y—4a
v =z—-a

Y 3aBHUCHOCTU O P€aJIHOT IIapaMeTpa a?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amartaka meramsHO 00PA3IIOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.



